Bac Mathématiques

Cameroun 2023
Série C

Durée : 4h
Coefficient : 7

Partie A : Evaluation des resources (13,25 points)

Exercice 1 (4,5 points)

On considére les fonclions numériques £ et k de 1a yariable réelle x définies sur D =]1; +=[ par
f)=x-2+InVx =16t kix) = 3-’-’-%2 Le pian est rapporté 4 un repére orthanormé(0: L.J).

1) Dresser le fableau des varialions de fsur D,

0,75 pt

2) Montrer que le réel 2 est F'unique solution de [équation £ (x) = 0. 0,5 pt

3) En déduire suivant les valeurs de x, le signe de f(x). 5,Bipk

4) Montre: Yx €]l ke = f : iati . 0,75 pt
rque ¥x & i+, i{x) T Puis en dedulre les variations de i P

5) On considére la suile (u,), définie par u, = £, 2h (2+1) eton pose = [ h(x)dx.

a) Caleuler | "%‘Z—;_‘;’dx 4 l'aide d'une intégration par parties et en déduire la valeur de [.0,75 pt

b} Soienl n € IN"et j un entier naturel tel que 0 < < n—1. En utiiisant les variations de k sur

. !tLl' L -
[2:+w, démontrer que 2n (2 +1) 5 [ b dx S 2h (2+£2). 0,5 pt
e) Deduire de la question précédente que: u, = !L:“_’ slsu,~- % 0,5 pt

d} Calculer la limile de la suite (i, Ynery- 0,25 pt

Exercice 2 (4,25 points)

Le plan est muni d'un repére crihonormé diract (0; 1,7). On considére 'équation

(E) : z* + (—3cose — 1 + i(3 — 5sined)z + Ssina = 2 + {(—3cosa — 1) = 0 d'inconnue complexe z ol @ est
un nombre réel.

1) Montrer que - i st une solution de { E). 0,25 pt

2) En déduira I'aulre solution.

0,5 pt
3) Montrer que l'ensemble des points A, d'affixe z, = 3cosa + 1 + ((—2 + Ss5ing) Jorsque a décrit IR

est la conigue () d'équation : 25x% + 9y2 — 50x + 36y — 164 = 0. 0,5 pt
4) Soit (1; =2) un point du plan.

a) Déterminer une équalion de () dans le repére (% ©.7). 0.5pt

b) En déduire la nature exacle de (g) ; préciser son excentricité et les cordonnées de ses sommets
dans le repére (1 T,j).

i 1 pt
c) Construire (£) dans le repére {1; i,7). 0.75 pt
5) Solent B et C deux points d'affixes respectives - { &1 3.

a) Determiner 'écrilure complexe de la similiude directe S de centre 1 telle que S(C)=B. 0,5 pt
b} En déduire l'angle de S. 0,25 pt

Exercice 3 (4,5 points)



L'espace est muni d'un repére orthonermé direct ( - £.T. F
O 10K
Saienl A{-1: —1;0); B(0; 0; 2) et C(-1: 'lt-Dzj' trujis poinis de l'espace.
1) Montrer que les points A, B et C définisseny on plan. 0,5 pt
2) Déterminer une équation cariésienne da ca :mn, 0,5pt

3 gan (P) le plan d"équstion : x 4 y —z+2=90.
p sétarmmarlexpmssion analytique de l2 réfieXion fde pian (P). 0,75t
} Solt g 1a transformation de l'espace d'expression analtique :

A |
PR |
¥ -5{2: ~y—2z+4)

1
z =‘5['—2x-2y-—z +8)
3) Montrer que fensemble (D) des points invarians par g est la droits passant par & dant un vecteur

din:z:taur esl F{—1; -1;1). 673

k) Solent M st M’ deux points de 'espace lels que gi)sii". "
) Monirer que MAf est un vecteur rommal & Iz drofte (D). 0,5 pt
I} Montrer que le milieu du segment [MXM’) appartienta (D). b P
€) En déduire que g est un demi-tour. o 0,25 ot
5)a) Montrer quae (F).L(D). 0,25t

b) En dédulre aue fog est une symétrie centrale don on précisera e centre. e

Situation :

KEMO vend des mearchandisss qu'fl pése sur une balance trés cantestée par sa clientéle ces
demiers jours. Pour fa conguérr, il envisaga d'acquénr une nouvelle balance constiuée d'un ressort que
I'on suspend venticalement pouvant s'étirer ou s'allonger d'au plus de 7om, et, voudrait investir
13000CFCFA dars Is publicité,

Il lui faut cep=ndant convaincre ses deux foumizeeurs qui lui rendent visite & des fréguences
difiérenizs. Pour celz, il 2 bescin de conneiire ; lz messe maximale que peut peser la balance soflicitée,
Iz chiffre d'zfizires que cette publicté pourrait psnetire de réaliser et la prochaine date de coTncidence
de |2 visite des deux fournisseurs,

Donndss :
2) Du ressorl d= |2 balance : Une &tude expérimantals manire gue le ressort est indéfamable et

s'slizngs ds 2 cm lorsqu'on accroche une masse de 4kg, Par ailleurs, lorsqu'on ['étire de sa
postion d'équilibrs &t 'abandonne sans vitesse initiale. son élongation x(t) vérifie 'équation
x'f:j,-+§:e{z,1 =0 ol k est [a constance de raideur du ressorh. De plus, on a l'egalité
mg = k&I, , o0 m est Is masse du corps accrocha au ressort et Aly I'allongement au repes.
Apres une minute, le centre de gravité du solide repasse pour la premiére fois au point initial.
g=95N/kg: m=314

Chifire d'affaires en fonction des frais de publicité : Le tableau ci-dessous montre ses
dépenses en publicité exprimées en dizaine de milliers et son chiffre-d'affaires pour ta méme
paricde, sur les dix demigres annees (exprime en dizaine de millions). On admettra que le
chiffre d'aFaires sui un ajustement linéaire par rapport au frais de publicitd.

bj

Freis de publicité (x,) | B 65 | 68 ;| 7 ! 78 g | 105 | 11 113 | 1

|

Chifire d'affares 1y,) | 220 . 229 | 225 ; 237 | 235 | 247 | 250 | 266 | 256 | 264 |

€) Le premer fournisseur lui rend visite tous les 21 jours et le 20 décembre 2020, il était au
marché, Cuant au second fournisseur, il ki rend visite tous les 16 jours et était au marché le

27 décembre 2020,

Taches :
1) Déterminer la masse maximale que cetle balance Peut peser. 2,25 pts
2) Estimer le chiffre d'affaires qu'il pourra espérer des frais de publicité investis. ; . 2,25 pts

3) Dennerla date de 1a prachaine coincidence des deux foumnisseurs. 2,25 pts
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Bac Cameroun 2023 série C

Partie A : Evaluation des ressources (13,25 points)

Exercice 1 (4,5 points)

On considere les fonctions numériques f et h de la variable réelle z définies sur 2 =]1; +oo[ par

f@)=z—2-Invo—1 et h(x)= 2‘”22\/%1).

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0 ; i, 7)

1. Nous devons dresser le tableau de variations de f sur 2.

Déterminons d’abord les limites de f aux bornes de 2.

ee lim (z—2)=1-2=-1.
rz—1t
lim vz —1=07"
a1t — lim Inv/z—1=—

lim InX = -0  (x=va-1) z—1*
X—0t
— lil’{l (x—2—Inyz—1)= -0
li =—
= | lim f(z) 0
e lim (z—2—-Inyvz—1)= lim (z—1—1—Invz—1)
r——+00 r—+00
= lim (X —1—InvVX)
(X=z—1) X—+w
= lim (X —IlnvX —1)
X—+w
= lim (Ine® —InvX —1)
X—+w
oX
= lim In{—)—1
X% (\/7()
= +00
— [, @ =

Déterminons ensuite le signe de la dérivée f’ (z ) et les variations de f sur 2.

La fonction f est dérivable sur 2.

14 2¢v/x — 1
r—1
1
=1
+2(w—1)



1+ 7——=>0
== +2(m_1)>

~ [0

Nous en déduisons que la fonction f est strictement croissante sur 2.

D’ou le tableau de variations de f sur 2.

T 1 +00
|
f(z) | + + +
|
| +0
foy S
—Q0

Montrons que le réel 2 est 1'unique solution de I'équation f(z) = 0.

La fonction f est continue et strictement croissante sur ]1; +oof.
Il s’ensuit que f réalise une bijection de |1 ; 4+oo[ sur f(]1; 4+oo[) = R.

Or f(2)=2-24+Iny2—-1=In1 = |[f(2)=0
Des lors, le réel 2 est 'unique solution de ’équation f(z) = 0.
Nous devons en déduire suivant les valeurs de z , le signe de f(x).

Complétons le tableau de variation de f

T 1 2 +00
|
f(z) | + + o+
|
| +0
f@ | [ 7 0
—0

Nous en déduisons que

e si ze|l; 2], alors f(z) <0,
e si x €]2; +oof, alors f(x)> 0.
: o) — f(z)
Nous devons montrer que pour tout z €]l ; +oo[, h'(z) = ——————=

20r — 1)z —1

La fonction h est dérivable sur |1 ; +oo.

)




(2z-2-In(x —1)) x2yz —1— 2z -2 —In(z — 1)) x 2z — 1)

4(x —1)

1 2
_(Qfm)x%/xf 7(2x7271n(:1371))><m
- 4(x — 1)

(%%%%;5x2wz— — (22 —2 —1In(z — 1)) x zil
- Az —1)

22z -3) 2z-2-In(z—1)

_ Wz 1 Vo —1

4(x —1)
dr —6—2x +2+In(z—1)
_ Vi1

4(x —1)
2z —4 +In(x — 1)
T 4z —-1vz -1
20 —4+2x $In(z — 1)
T 4@ )z 1
20 —44+2xIny/zx —1
T 4@ -1)vr—1
2(x — 2 +Inyz — 1)
T 4@ )z 1
z—24+Inyzx —1
T2 1)vr 1
@
20 — 1)y/r —1

f(z)

= | (2) = ——r——

2vVe —1(x —1)

Nous devons en déduire les variations de la fonction A .

ze]l; +o] = z>1
= z—-1>0

= 2yz—1lz—1)>0

11 s’ensuit que le signe de h'(x) est le signe de f(z).
Or ce signe a été étudié a la question 3).

Nous obtenons ainsi le tableau de signes de h/(z) sur ]1; +oo[.

T 1 2 +00

|
W) || - 0 +

Par conséquent, h est

e strictement décroissante sur |1 ; 2]

e strictement croissante sur [2; +o0[.



n 1 . 3
On consideére la suite (uy), définie par u, = Z —h <2 + j) et on pose [ = J h(z) dz.
n

=" 2
3 In(z — 1) . . . . P
Nous devons calculer ———=dx a l'aide d’une intégration par parties et en déduire la valeur
2 2\/17 —1

de I.

3
3 3
Formule de V'intégrale par parties : J w(x)v' (z) de = [u(a:)v(x)] - Ju’(x)v(a:) dz.
2

u(z) =In(z-1) = u’(az):xil

o) = — 2 — v(z) =z —

’U(.’E)Q\?{ﬁ () 1 )

es lors 7111(33_1) = —1In(z — 3— b r—1ldx
Des lors, L N dx—[\/x 1 In( 1)]2 , :r—lv 1d

3 3 1
[\/ﬁ In(z — 1)]2 —J; ﬁdx

- [Va— T~ 1)]2 - [zm]z

3

2

= l(ln(x —-1) - 2>ml
[(mz - z)ﬁ] - [(m 1- z)ﬁ]

= (In2—-2)v2+2

31n(33—1)
— JQ S— de=(ln2—2)\/§+2

Déduisons en la valeur de 1.

3 j— j— —
I f 2z —2—1In(x — 1) e
2 2\/3} —1

3 _ 3 _ 3 _ 3 _
_ l[ 2x — 2 do In(z — 1) do — f 2(x — 1) do In(z —1) da
2 2\/.%'—]. 2 2\/$—1 2 2\/$—1 2 2\/1'—].

3. 3 B 3 3 _
:f z—1 dzf‘[ In(z — 1) d:z,’:f T Tde In(z 1)d
2

N W) , =1
_‘[3(x1);dxf3ln(m1) x
B 2 2 2v/x — 1
_[@-nt 3_J31n<x—1>dx
- 5, Je2va-1
2 31 P ln(z — 1)
- [N‘”QL‘L P
2 3 3 ln(z — 1)
fg[(:r—l) r—1], - , i1 T—ldx

= % [2v2 — 1V1] — [(In2 — 2)v/2 + 2]

42 2
=\Tf—§—ﬁln2+2ﬁ—2
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:Q,ﬁln?
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5.b) Soient m € N*¥ et j un entier naturel tel que 0 < j<n—1.

) 1 j o 1 j+1
Démontrons que pour tout x € [2; +0[, —h(2+ =] < hr)de < —h |2+ .
n n o d n n
. ” - . J j+1
Soit z dans lintervalle [2; +oo[ vérifiant la relation : 2+ = <z <2+ ——.
n n
Nous avons montré que la fonction h est strictement croissante sur [2; +o0].

Des lors,

. - . -
o+l cr<ar i — h<2+‘]><h(x)<h<2+]+>
n n n n

j+1

2 . o4 4t1 o4 4t1 .
n n n 1
= f h<2+‘7> dxgj h(m)szJ. h<2+‘7+ )dx
2+ 2 n 2+2 2+L n

n

i+l

= h (2 + j) [m]%% < JQJF_].ZI h(z)dx < h (2 + ]+1> [x]2+ ]_"

2+4 244 n 2+ 2

n

, 11 . 2442 P11
— h<2+j> [(2+‘7+)—(2+‘7)]<f h(x)dx<h<2+j+> [(2+
n n n 941 n
1 ; 2452 1 i1
— h<2+]><J h(gc)dsc<h<2—|—‘7+ )
n n 244 n n
h(3 h(2
5.¢) Nous devons en déduire que : un—7)<l<un—ﬁ.
n n

En utilisant la question précédente, nous obtenons :
it

n—1 . n—1 A4 4+l n—1 .

1 D 1 1
Zh<2+J><ZJ h(w)dx<2h(2+‘7+ )
~n n 244 X n

i=0 i=0

=0 j=0
' 1
-3 <2+‘7>—h(3)
- n n
7=0
n=1 .41+l 3
o J’ h(x)dx:J’ h(z)de =1
j=0 2+% 2
n—1 n
. 1h(2+j+1)=21h<2+> avec k= j+1
N n n n n
j=0 k=1
1 k 1
=Y —h 2+>—h(2+0)
k=0n n n
:Zlh 2+k)lh(2)
k=07’l n n



51 j 1 | 1
Do Zh(2+]>—h(3)<1<2h<2+k>—h(2)
< n n n n n n

7=0 k=0
2
soit un——h3)<l<un——h()
n n

5.d) Nous devons calculer la limite de la suite (uy,)nen-

En utilisant la question précédente, nous obtenons :

Un*®<1<un7@ = (unfl(i%))?[;(u”h@))

n n n n
2
n n
—_ é;gz < uﬂ/__]’g ﬁgéz
n n
h(2
liIJrrl —) =0
Or {"~ ™= n
h(3
lim —( ) =0
n—+0 N
Donc selon le théoréme d’encadrement (théoréme des gendarmes), nous obtenons : liIJIrl Uy = 1.
n——+0ao0
10v/2 -8
Par conséquent, | lim wu, =1 = L —1/2In2
n—-+00 3
Exercice 2 (4,25 points)

-,

Le plan est muni d’un repere orthonormé (0 ; i, 7)
On considere 'équation (E) : 22 + ( —3cosar—1+1i(3 —5sin a))z +5sina —2 +i(—3cosa— 1) = 0 d’'in-

connue complexe z ou « est un nombre réel.
1. Montrons que —i est une solution de (FE).
En remplacant z par —i dans le membre de gauche de ’équation (FE) , nous obtenons :
(—i)? + (— 3cosa—1+i(3— 5Sina)) x (—i) + 5sina — 2 +i(—3cosa — 1)
=—1+3icosa+i+ (3—5sina)+5sina—2—3icosa —1i
=0
Puisque —i vérifie '’équation (E) , nous en déduisons que —i est une solution de (FE).

2. Nous devons en déduire ’autre solution.

Nous rappelons que si I'’équation du second degré az? + bz + ¢ =0 (a # 0) admet deux solutions z; et 2o,
b

alors z1 + 20 = ——.
a

Par la question 1, nous savons que —i est solution de (F) .

Notons z; = —i et 2o l'autre solution de (FE) .
Alors :
-3 —1+1i(3—5si
iy = o0 ?( Q) i, —3cosat1_i(3— bsina)
— —i+4+2z9=3cosa+1—3i+disina

<~ 2z =3cosa+1—2i+bisina



— 22=3COSOK+1+1(—2+581H04)‘

Déterminons ’ensemble des points A, d’affixe z, = 3cosa+ 1 +1(—2+ 5sina) lorsque o décrit R.

Posons z, =x +iy (z,y€R).
Dans ce cas, nous obtenons :

Zoa =T+ 1y r =3cosa+1
{za =3cosa+1+i(—2+ 5sina) — {y = -2+ 5sina
cosa = —— !
N 3
sina = yt2
)

Appliquons la formule fondamentale de trigonométrie.

2 2
-1 2
cos?a+sinfa=1 = <sc ) +<y+ ) =1

3 5
22 —22+1 > +4y+4
—_— =1
9 25
2 2
. 25(z* — 2z + 1) + 9(y +4y+4):1
225
2522 — 50z + 25 + 9y? + 36y + 36
— =1
225
2522 + 9y% — 50z + 36y + 61
— =1
225
— 2522 + 9y® — 50z + 36y + 61 = 225
— | 250% + 9° — 50z + 36y — 164 = 0|

Par conséquent, ’ensemble des points A, est la conique (¢) d’équation : ‘ 2522 4+ 9y — 50z + 36y — 164 = 0 |.

Soit ©(1; —2) un point du plan.

-,

Nous devons déterminer une équation de () dans le repere (95 7, /)

Soit M un point du plan appartenant & la conique (¢),

r=X+1 . {szl
, SOl

Les formules du changement de repere sont alors : {y vy _9 Y —y+2

Or nous avons montré dans la question 3) que :
M(z; y)e(e) <« 2522+ 9y% — 50z + 36y — 164 = 0
2 2
z—1 y+2
(=) =1
= (%) (%)
r—1)7°  (y+2)?*

>
— +

9 25

~—~~

1

- X% y?

Par conséquent, une équation de (e) dans le repere (Q; 1,5) est 9 + % = 1].

Nous devons en déduire la nature exacte de (e), préciser son excentricité et les coordonnées de ses

sommets dans le repere (€ ; i, 7)



Rappelons qu’une ellipse centrée a lorigine du repére, dont les sommets sont A(0; a) et A'(0; —a)

sur axe des ordonnées, C'(b; 0) et C'(—b; 0) sur 'axe des abscisses, admet une équation de la forme
2 2
x
LAY
a b2

- Y2 X2

Nous avons montré qu'une équation de () dans le repere (95 7,4) est 25 + 9 1]

Des lors (e) est une ellipse centrée en Q(1; —2) .

VvV256—9 /16 4
Son excentricité est e = g oll ¢ =+va?—b%,s0it e= —— = “%
Les coordonnées de ses sommets dans le repere (€2; 7,7) sont ‘A(O ;i 5), A(0; =5), C(3;0), C'(-3;0) ‘

I.¢) Construisons (¢) dans le repere (Q; i,7).

5. Soient B et C' deux points d’affixes respectives -i et 3.

5. a) Nous devons déterminer ’écriture complexe de la similitude directe S de centre Q telle que S(C) = B

Nous savons que ’écriture complexe d’une similitude directe est de la forme 2’ =az +b avec a # 0.

Comme le point € est le centre de la similitude S , nous savons que S(2) = Q.
Nous en déduisons que

S@ =0 _ fm=az+b __ [1-2=ax(1-2)+0
S(C)=1B zp=azc+b —i=ax3+b
¥1mm+b=121 glmm+b3ab=1m+i
=

3a+b=—i b= —-3a—1
(1-2)a—3a=1-1i — (1-2i—3)a=1-1i
b= —-3a—1 b=-3a—1

10



{@Q—mm—l—i — {Jgina—l—i

b=—-3a—1

—3a —1i

—2(1 +i)(1 —i)a=(1-1)? 21+ la=1-2i—1
b { b=—3a—i b=—3a—i
; i
—da = —2i a=- “@=3
— . = 2 — .
b=—-3a—1i . —3i
b= —3a —1 b— P
2
i
a=—
— 2,
b= —oi
2
N o ers . L. , 1 51
D’ou, la similitude directe S a pour écriture complexe : |z = 52 —5 |

Déduisons en 'angle de S .

L’angle de S est égal & arg(l) =

T
2 20

L’espace est muni d’un repeére orthonormé direct (0 ; ZJ, E)
Soient A (-1;-1;0); B (0;0;2) et C (-1; 1; 2) trois points de l'espace.

Nous devons montrer que les points A, B et C' définissent un plan.
Nous allons montrer que les points A , B et C' ne sont pas alignés ce qui signifie que les vecteurs AB et
AC ne sont pas colinéaires.

0—(-1) 1
A(=1; -1;0)  _ o .
{B(O;O;2) AB 02£01) AB ;
—1-(-1) 0
A(=1;-1;0)  __ o .
{0(1;1;2) AC 12£01) AC ;

Manifestement, les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles.

Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires et par suite, les points A, B et C ne sont pas
alignés.

Par conséquent, les points A , B et C définissent un plan (ABC ) .

Déterminons une équation cartésienne de ce plan (ABC').

Nous savons que le vecteur AB A AC est normal au plan (ABC).
Des lors, si M (z ; y ; z ) est un point du plan (ABC ), nous obtenons : (A—B) A R) - AM =o.

0 r+1
Or nous connaissons les coordonnées suivantes : AB | 1 ; AC |2 s AM [y +1
2 2 z

Nous en déduisons que :

N 1 0 z+1
(@AR)AM:() — |1 2 y+1|=0
2 2

11



<

<=

1x<%f2@+n)f0+@+1p42f®:0

22—2y—2-2(x+1)=0
22 -2y —2—-2x—-2=0

—2r—-2y+22—-4=0
—2z+y—2+2)=0
‘m+y—z+2=0‘

Par conséquent, une équation cartésienne du plan (ABC ) est : ‘x +y—z+2=0]|

Soit (P ) le plan d’équation : z+y—2z+2=0.

Nous devons déterminer I'expression analytique de la réflexion f de plan (P ).

Soient M (z ;y ;2 )et M’ (2’ ;y ;2" ) deux points de 'espace.

fOM) =M’

o (MM') L (P)

Or le plan (P ) admet comme équation :

{

— .
<> MM’ =\T ou T estun vecteur normal au plan (P ).

(MM") L (P)
I = milieu[ MM'] € (P)

1
Donc un vecteur normal au plan (P )est @™ [ 1
—1
Des lors,
(MM') L (P) <= MM =7
—x 1
— y—yl=X]|1
Z—z -1
' —x A
— y—yl=1 X
2=z -2
¥ —x=A
— Yy —y=A
2 —z=-A
o=+
— y=y+x (1)
r_

e [ =milieul MM'] € (P)

Donc les coordonnées du point I vérifient ’équation de (P

Nous obtenons ainsi :

xz+ 2
2
!

= I yty G(P)

zZ+z
2

r+y—2z+2=0.

).

x+a

y+y z+7

2

- 2=0
2 5 "

(2)-

A partir des relations (1) et (2), nous déduisons que :

rT+xT+ A

Yyty+A z+z-A

2

2

2r + A

2+ A 22-A

2=0
5 +

2

2

2

+2=0
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= 20+A+2y+A—-22+X1+4=0
= 3+2x+2y—22+4=0

— 3\=-20x-2y+2z—4

2 2 2 4
A= 42 2, =
— 3:U 3y+32 3 (3)

A partir des relations (1) et (3), nous déduisons que :

/
= —_ = R +— — =
ot YT 3E Ty
, 2 2 2 4
=y—sr—-y+-z2—7
Y=Y m3tT3¥ T3y
S 2,4
Z=z4+ s+ y—sz+ <
37T 3Y T35 T3
gL, 202 4
—3t 3YT3 3
2 2 4
soit ¢y =——x+ -y+-2——

Par conséquent, ’expression analytique de la réflexion f de plan (P ) est :

1
x’:g(x—2y+22—4)
1
y’:g(—2x+y+22—4)

1
z’=§(2x+2y+z+4)

Soit g la transformation de ’espace d’expression analytique :

1
x’=§(—x+2y—2z+4)

1
y’=§(2x—y—22+4)

1
z’=§(—2m—2y—z—|—8)

Nous devons montrer que ’ensemble (D ) des points invariants par g est la droite passant par B

-1

dont un vecteur directeur est T [ —1
1

Soit M (z ; y ; z ) un point de ’ensemble (D ).
Dans ce cas, g(M) = M.

Des lors,

13



1
z:§(fx+2yf2z—l—4)
1
gM)=M <= y=§(2m—y—2z+4)

1
z=§(—2x—2y—z+8)

3r=—x+2y—22+4

— y=2z—y—2z+4
3z2=-2x—2y—2+8
4o —2y+22z=4

— —2zx+4y+2z2=14
20+ 2y +42 =28

Nous remarquons que la troisieme équation est égale a la somme membre a membre des deux premieres.

Nous obtenons alors :

dor —2y+2z=4
—2rx+4y+2z=4

20 —y+2=2
<
—x+2y+z=2

20 —y=—2z+2 (4)
e —r+2y=—2+2 (5)
{(4)+2>< G {3y=—3z—|—6

gM) =M < {

2x (4)+(5) 3r=-32+6
— {y=—z+2
T=—2+2
z=—k+2
— y=—k+2 ou keR
Z:
x=2+4+(-1)xk
Dou Me (D) y=2+(-1)xk ou keR
z=0+1xk
z=0
De plus si & = 2, nous obtenons < y=0.
z =2

Par conséquent, I'ensemble (D ) des points invariants par ¢ est la droite passant par B (0 ; 0 : 2 ) dont

—1
un vecteur directeur est 7 | —1
1

I.b) Soient M et M’ deux points de I’espace tels que g(M) = M’.

. VTV .
4.b) (i) Nous devons montrer que MM’ est un vecteur normal a la droite (D ).
Montrons que MM’ est orthogonal au vecteur ¥ en observant que MM’ -4 = 0.

Soient M de coordonnées (z; y; z ) et M’ de coordonnées (z’; y’; 2" ) .

P —
En utilisant ’expression analytique de g , nous déduisons que les coordonnées de MM’ sont données par :

1
/ g(—x+2y—2z+4)—x
AT x/—$ 1
MM y/—y = g(Zx—y—2z+4)—y
2 -z

1
§(72m72y72+8)72
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4.2, 2 .4
3¥T3Y T3 g
2 4 2 4
== MM = B ey y p—— -
37T 3¥ T3t 3
2,2 4.8
37T 3Y T3 T3
2 2 4 9 4 2 4 2 2 4 8
MM 5= (—Cad2y—Zot Y x(=D) 4 (Za—cy—Zad ) x (D)4 (-22—2y—2.4%) x1
0 (3:c+3y 3z+3) ( )+(3x 3Y 3—1—3) ( )+<3:c 3Y 3—i-3>><
_ 4,2 .2, 4.2 /4,2, 4 2 2 4.8
30 T 3Y T 3F T3 T3 T3V T 3R T3 T3 T3V T3

=0
— W =0
— | MM L7
Par conséquent, MM est un vecteur normal a la droite ([b]D ).[/b]
Nous devons montrer que le milieu du segment [MM’] appartient a (D ).

Soient M de coordonnées (z; y; z ) et M’ de coordonnées (z”; y’; 2z’ ) tels que g(M) = M.

! ! 7
Alors le milieu du segment [MM’] admet comme coordonnées <.Z‘-;l‘ : yZy : Z—;Z )
rry THo(-rt2y—2z+4)
0 -
F 2
2 +2 2 +4
_3"T3Y 7373
2
(N S U
=4+ -—y— -2+ -
3" 733773
1
=§(x+y—z+2)
y+y YT 2z —y—2z+4)
2 2
2 +2 2 +4
feaz f,a
3" "3 3°73
2
1 +1 1 +2
=4+ -y——z+ -
3773V 3773
1
=-(z+y—2+2)
3
sa s 2t o(2r—-2y—2+38)
2 2
2 +2 +8
ALz 2,12
_ 3" 3YT3T3
2
1 1 4

1 1 1
D’ou les coordonnées du milieu du segment [MM’] sont : <3(m +y—2z+2); g(aj +y—2z+2); g(—x —y+z+ 4)) .
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2 —y=—2+2 (4)

caractérisant (D ).
—r4+2y=—z+2 (5)

Montrons que ces coordonnées vérifient le systeme {
e Dans I’équation (4), remplagons = , y et z par les coordonnées correspondantes du milieu du segment
[MM]
Le membre de gauche de I’équation devient :

2 2 2 4 1 1 1 2

1 1
2% - P ) = ety iyl oyt =
><3(a:+y z+2) 3(x+y z+2) 3x+3y 3z+3 3% 3y+3z 3

1( +2z+4)+2 ! + bl + 2
=——(—z— z =—-r+-y—-y+ -
3 Y 37 T3V T3V T3
. . . . 1 1 1 1 2
Le membre de droite de 1’équation devient : —g(—x —y+z+4)+2= 3% + 3V =3V + 3

Donc les coordonnées du milieu du segment [MM'] vérifient 1'équation (4).

e Dans I’équation (5), remplagons = , y et z par les coordonnées correspondantes du milieu du segment
[MM]
Le membre de gauche de I’équation devient :

1(+ +2)+2><1(+ +2) ! 1+1 2+2 +2 2+4

_= —2 - - e p— Sy4 cz— 44y 542

317 Yy 3I Yy z T Yy z 3 356‘ 3y 32 3
1 1 1 2

BENELIE L

1 1 1 1 2
Le membre de droite de ’équation devient : —g(—x —y+z+4)+2= 3% + 3V~ 3Y + 3

Donc les coordonnées du milieu du segment [MM'] vérifient 'équation (5).

D’ou les coordonnées de ce milieu vérifient le systeme d’équations caractérisant la droite (D ).

Par conséquent, le milieu du segment [M M'] appartient a ([b]D )[/b].

4. ¢) Nous devons en déduire que g est un demi-tour.

Soient M et M’ deux points de lespace tels que g(M) = M.

Nous avons montré dans la question 4 a) que (D ) est ’ensemble des points invariants par g .

Nous avons également montré dans les questions 4. b) (i) et (ii) que (D ) est la médiatrice du segment

[MM’].
Par conséquent, g est un demi-tour d’axe ([b]D ).[/D]

5. a) Nous devons montrer que (P) L (D).

La droite (D ) est dirigée par le vecteur ¥ normal au plan (P ).
Des lors, (P) L (D).

5.b) Nous devons en déduire que fog est une symétrie centrale.

Nous savons que (P ) est un plan passant par le point B et (D ) est la perpendiculaire & (P ) en B .
Soient S(p)y la réflexion de plan (P ) et Sip) le demi-tour d’axe (D ).

Or la composée d’une réflexion de plan (P ) et d’'un demi-tour d’axe (D ) perpendiculaire & (P ) est la
symétrie centrale de centre B notée Sp ,

fog=>5wp)Sn)
= S5(P)n(D)
:SB

— (109 = Sp]
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Par conséquent, fog est la symétrie centrale de centre B.

Nous devons déterminer la masse maximale que cette balance peut peser.

Remarque : L’énoncé comporte une double ambiguité.

La premiére consiste en l’absence d’unité de l’élongation, ce qui peut fournir plusieurs réponses
a la question posée.

La seconde concerne les deux données de l’énoncé.

Ces deux données prises isolément nous donne des réponses différentes.

De plus, suivant la méthode utilisée, certaines données sont inutiles.

Nous allons proposer deux résolutions possibles.

Comme le systéme d’unités n’est pas donné dans l’énoncé, nous choisirons le systeme international d’unités
(masse en kilogramme, temps en seconde, longueur en métre).

¢ Premiére proposition de solution (ne tenant pas compte de ’équation différentielle)

Nous savons que mg = k Aly et que le ressort s’allonge de 2 cm, soit de 0,02 m lorsqu’on accroche une masse
de 4 kg.
Donc nous obtenons :

4g
Ag — & x 0,02 R
g= kx50 = 0,02
%95
0,02
—  k=1900

D’ou la constante de raideur k£ est égale & 1900 N.m ™! .

Déterminons la masse maximale que cette balance peut peser.

Utilisons la relation m = LAZO .
g
k x Al()
m=—_—79
g
_ 1900 x 0,07
B 9,5
=14

— [m=1]

Par conséquent, la masse maximale que cette balance peut peser est de 14 kg.
Cette valeur semble plausible.

e Deuxiéme proposition de solution (ne tenant pas compte du fait que le ressort s’allonge de 2 cm
lorsqu’on accroche une masse de 4 kg)

k x Al
La masse maximale est donnée par la relation : m = 2220 on lp est 'allongement au repos.
g
k
Résolvons d’abord I'équation (E) : z”(t) + Zx(t) =0.

Rappelons que si w est un nombre réel constant non nul, les solutions de I’équation différentielle du second

ordre y” + w?y = 0 sont de la forme : ‘y = acos(wr) + bsin(wx)‘ ol ¢ et b sont des nombres réels

constants.

k k
Nous en déduisons que les solutions de I’équation (E) sont de la forme |z(t) = acos ([t) + bsin (\gt) ol

a et b sont des nombres réels constants.
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Or le ressort est étiré de sa position d’équilibre et est ensuite relaché sans vitesse initiale, ce qui signifie que

2'(0) =0
ﬁ))%—bx\/fcos(?t)

Nous obtenons ainsi :
2
+b— —t
2 2

x(t)=acos<\£%t>+bsin<\/ft) = x'(t)—ax?(—m

= z’(t)zfa— (
vk

Dou 2/(0) =0 <= —a g sin(0) + b > cos(0) =

NG

vk
2

— b—=0

2

— (car k #0)

Par conséquent, |x(t) = acos <2t> ou a est un nombre réel constant.

Déterminons la valeur de k exprimée en newton par metre (N.m™!) ..

Selon ’énoncé, aprés une minute (60 secondes), le centre de gravité du solide repasse pour la premiere fois
au point initial, ce qui signifie qu’apres 60 secondes, 1’élongation est nulle.

k
Donc nous avons la relation z(60) = 0 , soit acos ([ X 60) =0
Or a#0 car a=0=z(t) =0 et il n’a alors jamais aucune élongation, ce qui est impossible.

Dot #(60) =0 <= cos (30\/E)=0
— 30\/7=g+r7r avec r € 7

T T 2
— k=(@+%> avec r € Z

Déterminons la masse maximale que cette balance peut peser.
k x Al

g
L’allongement maximal est de Aly = 0,07 m

Nous savons que m =

2
s 1z N . u
Concernant la valeur de k , nous considérerons le cas ou r = (0 et par suite, k = (%> .

D’ou, la masse maximale est donnée par :

kXAlO
g

) (%)2 x 0,07
g
3,142 x 0,07
3600 x 9,5
~ 2,02 x 1072

m =

— |m~202x107°
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Par conséquent, la masse maximale que cette balance peut peser est de 2,02 x 107° kg.
Cette valeur ne semble pas étre plausible ce qui remet en évidence l’ambiguité de l’énoncé.

Nous devons estimer le chiffre d’affaires que KEMO pourra espérer des frais de publicités investis.
Le tableau ci-dessous montre ses dépenses en publicité exprimées en dizaine de milliers et son chiffre d’affaires

pour la méme période, sur les dix derniéres années (exprimé en dizaine de millions).
On admettra que le chiffre d’affaires suit un ajustement linéaire par rapport aux frais de publicité.

Frais de publicité (z;) | 6 | 6,5 | 6,8 | 7 | 7.8 | 9 | 10,5 | 11 | 11,3 | 11

Chiffre d’affaires (y;) | 220 | 229 225 | 237 | 235 | 247 250 268 258 264

On subdivise cette série statistique en deux sous-séries (S1) et (S2) constituées respectivement par les cing

premiers et les cing derniers points du nuage de points de la série (x; ; v;) .

Déterminons les coordonnées des points moyens G; et G respectivement des séries statistiques (S7) et
(S2) .
6+6,5+68+7+78 31,4

f]_ = 5 5 Tl = 6, 82
=
_ 220 + 229 + 225 + 237 + 235 1146 Y, = 229,2
Yy = = ’
5 5

Les coordonnées du point moyen G; sont donc : ’ G1 (6,825 229,2) ‘

94105+ 11+11,3+11 52,8

T2 5 5 7o = 10,56
<
J 247 + 250 + 268 + 258 + 264 1287 T = 257,4
2 = =
5 5

Les coordonnées du point moyen G5 sont donc : ’ G4 (10,56 ; 257, 4) ‘

Vérifions qu’une équation de la droite d’ajustement par la méthode de Mayer est : y = 7,5401x + 177, 7765.

La droite de Mayer admet une équation de la forme y = ax + b.
Cette droite passe par les deux points moyens Gy (6,82; 229,2) et G2 (10,56; 257,4).

Remplacons y et z par les coordonnées des deux points.

Nous obtenons ainsi :
(1) : 229,2=0ax6,82+0D

(2) : 257,4=a x 10,56 + b
Pour déterminer la valeur de ”a” | il suffit de soustraire (1) de (2).

257,4 —229,2 = 10,56a — 6,82 +b—b << 28,2 =3,74a
< a=7,5401

Pour déterminer la valeur de ”b” | il suffit de remplacer ”“a” par 7,5401 dans Iéquation (1) .

229,2 =6,82 x 7,5401 +b < 229,2=51,5235+0b
— b=177,7765

Par conséquent, une équation de la droite d’ajustement par la méthode de Mayer est : y = 7,5401x + 177, 7765.
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Nous devons estimer le chiffre d’affaires que KEMO pourra espérer des frais de publicités investis.
Dans I’équation de la droite de Mayer, remplagons x par 15 et calculons la valeur de y .
7,5401 x 15 + 177,7765 = 290, 878.

Par conséquent, selon ce modele, le chiffre d’affaires que KEMO pourra espérer des frais de pu-
blicités investis aprés 15 semaines est estimé a 2 908 480 000 FCFA.

Nous devons déterminer la date de la prochaine coincidence des deux fournisseurs.

Le premier fournisseur rend visite & KEMO tous les 21 jours tandis que le second lui rend visite tous les 16
jours.

Le premier fournisseur était au marché le 20 décembre 2020 tandis que le second fournisseur était au marché
le 27 décembre 2020, soit 7 jours plus tard.

Si z représente le nombre de visites du premier fournisseur et y le nombre de visites du second fournisseur

pour atteindre la prochaine coincidence, nous obtenons la relation : 21lax — 16y =7 (z,y € N).

Résolvons léquation (F): 21z — 16y =7 (z,y € Z).
Déterminons d’abord une solution de (F ) a aide de I'algorithme d’Euclide étendu.

Nous obtenons les égalités suivantes :

21 = (=1) x (=16) + 5
—16=(—4) x5 +4
5=1x4+1
4=4x1+0

Nous en déduisons que :

{ 5=1x4+1 {1=5—1x4
—16=(—4) x5+4 4=—-16+4x%x5
1=5—-1x(-16+4x25)
1=5—-1x(-16)—4x5
1=-1x(-16)+5—-4x5
1=-1x(~16)—-3x5

FELd

1=—1x(-16)—3x5 1=—1x(~16)—3 x5
{21:(—nx(—m)+5 - { 5=21+1x (—16)

—  1=—1x(=16)=3x (21 +1x (~16))

—  1=—1x(—16)—3x 21 —3 x (—16)
— 1=-3x21—4x(-16)

Nous obtenons ainsi la relation : —3 x 21 —4 x (=16) = 1.
En multipliant les deux membres de cette relation par 7, nous obtenons :
—21x21 —28 x (—16) =7, s0it 21 x (—21) — 16 x (—28) = 7.

Par conséquent, le couple (-21; -28) vérifie ’équation (E ).

Des lors,
21z — 16y =7 _
{21x(—2n-—16x(—2&-—7. par somaction 1@ T 21) = 16(y +28) =0
- 21(z + 21) = 16(y + 28)
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Donc lentier 16 divise le produit 21(z + 21).
Or 16 et 21 sont premiers entre eux.
Par le théoréme de Gauss, nous en déduisons que 16 divise (z + 21).

Des lors, il existe un entier relatif & tel que z + 21 = 16k , soit |z = —21 + 16k | .

De plus,

r = —21+ 16k r + 21 =16k

= 21 x 16k = 16(y + 28)
= 21k =y+ 28
—

y=—28 + 21k

z = —21 + 16k
y=—28+21k"

{21(x+21) = 16(y + 28) — {21(.7:+21) = 16(y + 28)

Dongc, il existe un entier relatif £ tel que {

Montrons que le couple (-21 + 16k ; -28 + 21k ) est solution de (£ ) pour tout entier relatif & .
En effet, 21(—21 + 16k) — 16(—28 + 21k) = —441 + 336k + 448 — 336k = 7.

Par conséquent, I’ensemble des solutions de I’équation (E ) est ’ S = {(—21+16k; —28 + 21k) / k € Z} ‘

ou encore, apres optimisation des paramétrages,

S = {(11+16k; 14+ 21k) /k e Z} |

Or les inconnues = et y représentent des nombres de visites et sont donc des nombres entiers positifs.
Donc le couple dont les composantes sont les plus petits nombres entiers positifs est le couple (11; 14).

Donc le premier fournisseur effectuera 11 visites pour atteindre la prochaine coincidence tandis que le second
fournisseur en effectuera 14.

En conséquence, le nombre de jours s’écoulant entre les derniers passages au marché des fournisseurs et le
jour de la prochaine coincidence est de 21 x 11 = 231 pour le premier fournisseur et de 16 x 14 = 224 pour
le second fournisseur.

Déterminons la date de la prochaine coincidence des deux fournisseurs.
Nous allons baser notre calcul sur les données du premier fournisseur.
Nous savons que le premier fournisseur était au marché le 20 décembre 2020 et que la prochaine coincidence

aura lieu 231 jours apres cette date.

Ci-dessous un tableau reprenant le nombre total de jours a partir du 20 décembre 2020, au fur et a mesure
que le temps s’écoule.

Mois Décembre Janvier Février Mars Avril Mai Juin Juillet
(11 jours) | (31 jours) | (28 jours) | (31 jours) | (30 jours) | (31 jours) | (30 jours) | (31 jours) | (

Total du nombre
de jours a partir 11 42 70 101 131 162 192 223 (< 231) | 2
du 20/10,/2020

Nous remarquons que les 231 jours au-dela du 20 décembre 2020 seront écoulés durant le mois d’aott.
Selon le tableau, a la fin du mois de juillet 2021, 223 jours se sont écoulés a partir du 20 décembre 2020.
Puisque 231-223 = 8, nous en déduisons que la prochaine coincidence des deux fournisseurs aura lieu
de 8 aotit 2021.
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Nous aurions également pu déterminer cette date sur base des données du second fournisseur.

Nous savons que le second fournisseur était au marché le 27 décembre 2020 et que la prochaine coincidence

aura lieu 224 jours apres cette date.

Ci-dessous un tableau reprenant le nombre total de jours a partir du 20 décembre 2020, au fur et a mesure

que le temps s’écoule.

Mois Décembre Janvier Février Mars Avril Mai Juin Juillet
(4 jours) (31 jours) | (28 jours) | (31 jours) | (30 jours) | (31 jours) | (30 jours) | (31 jours) | (
Total du nombre
de jours a partir 4 35 63 94 124 155 185 216 (< 231) | 2

du 20,/10,/2020

Nous remarquons que les 231 jours au-dela du 20 décembre 2020 seront écoulés durant le mois d’aott.
Selon le tableau, a la fin du mois de juillet 2021, 216 jours se sont écoulés a partir du 20 décembre 2020.
Puisque 224-216 = 8, nous en déduisons que la prochaine coincidence des deux fournisseurs aura lieu

de 8 aout 2021.
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